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Abstrak—Aliran fluida laminar pada pipa nonhorizontal. Pada kasus aliran ini terjadi gaya-gaya yang bekerja pada fluida yaitu gaya-gaya benda dan gaya-gaya permukaan. Hal yang dapat menjelaskan fenomena ini secara teoritik adalah menggunakan persamaan Navier-Stokes. Bentuk umum persamaan Navier-Stokes merupakan bentuk persamaan diferensial parsial non-linier orde dua, persamaan ini mampu menerangkan perilaku gerak fluida. Pada kasus aliran fluida pada pipa non horizontal persamaan Navier-Stokes diintegrasikan secara langsung dalam bentuk koordinat polaruntuk diperoleh rata-rata kecepatan fluida, laju aliran volume, laju aliran massa fluida. 
Kata kunci— Persamaan Navier-Stokes; Pipa nonhorizontal .
 Pendahuluan  (Heading 1)
Penerapan hokum II Newton pada aliran fluida laminar dengan aliran yang berkembang penuh. Elemen elemen fluida dapat digambarkan perilakunya mengikuti hokum Newton 2 dengan asumsi bahwa fluida yang mengalir terus tanpa dipengaruhi gaya-gaya yang bekerja pada fluida, sehingga viskositasnya tidak berubah (Tiwow, 2015) (Munson, et al., 1998). Namun bila viskositas fluida berubah maka salah satu cara menggambarkan melalui persamaan Navier Stokes. Persamaan ini berbentuk persamaan diferensial dari hukum kedua Newton tentang pergerakan dari suatu fluida. persamaan Navier Stokes menjelaskan kesetimbangan gaya-gaya yang bekerja pada fluida dan menyatakan bahwa perubahan dalam momentum partikel-partikel fluida hanya bergantung pada gaya viskos internal dan gaya viskos tekanan eksternal yang bekerja pada fluida. (Nugraha Budi, dkk. 2012).
	Persamaan Navier-Stokes memiliki banyak aplikasi yang berhubungan dengan fluidisasi, meteorologi, hidrologi, oseonografi dan penelitian medis pada pernapasan sirkulasi darah. Menariknya, meskipun formulasinya sederhana dan apalikasinya bervasiasi, banyak permasalahan yang solusinya masih tetap terbuka (Ardiani, RK, dkk. 2014). Interaksi antara aliran ﬂuida dengan suatu benda sering ditemui di alam. Beberapa contoh tersebut adalah tiang pancang bangunan lepas pantai, struktur jembatan layang atau produk-produk teknik lainnya seringkali dirancang secara berkelompok. Benda tersebut akan menerima beban dari atas dan juga menerima beban dari sekelilingnya. Benda tersebut biasanya dinamakan dengan body atau bluﬀ body dengan bentuk geometri yang bermacam-macam dan biasanya berkelompok. Bentuk geometri dari benda merupakan faktor utama yang harus diperhitungkan dalam perancangan, karena aliran ﬂuida yang melewatinya akan mempunyai karakteristik yang berbeda, begitu juga jika benda tersebut berdiri sendiri atau berkelompok. (Imron C, dkk, 2011)
Permasalahan fluida merupakan permasalahan yang dapat diselesaikan dengan cara perhitungan numerik. Perhitungan numerik yaitu suatu perhitungan yang dilakukan dengan cara pendekatan melalui kesalahan yang diperoleh. Semakin kecil kesalahan pendekatan maka semakin bagus pendekatan yang dilakukan. Namun dalam kasus penelitian ini pemecahan masalah menggunakan persamaan Navier Stokes, dimana dengan menggunakan penyelesaian analitik juga diyakini jarang ditemukan. Sesmentara penyelesaian secara eksak baru tersedia beberapa kasus untuk aliran laminer, dimana kecepatannya tidak tergantung pada waktu atau aliran tunak (Baha’ulah, dan Imron. C, 2016). 
Pada penelitian ini dipilih kasus aliran fluida laminer pada pipa horizontal dipillih dengan menerapkan persamaan navier stokes yang berlaku pada kedua aliran laminer dan turbulen. batasan-batasan yang tepat selama proses penyelesaian berlangsung untuk memperoleh kecepatan rata-rata fluida, laju aliran volume fluida, serta laju aliran massa fluida dan pemecahan persmasalahan (Ahmed, Mushtaq. 2019. Faktor tingkat kesulitan dalam penyelesaian analitik dalam menyelesaikan persamaan navier stokes adalah karena ketidaklinierannya timbul dari suku percepatan konvektif. Jika alirannya tidak berkembang penuh, maka analisis teoritis menjadi jauh lebih kompleks.
Pada penelitian ini, dipaparkan penerapan persamaan navier-stokes pada kasus aliran laminer di pipa tidak harizontal. Menarik untuk dibahas persamaan Navier Stokes karena kerumitannya. Analisis teoritis dipilih dengan membatasinya untuk aliran laminer berkembang penuh. Kasus-kasus yang diselesaikan secara eksak kebanyakan dibahan untuk aliran laminer pada pipa yang horizontal. 
Metodologi
Persamaan Navier-Stokes diselesaikan secara teoretik. Analisis persamaan Navier stokes dalam persamaan diferensial (Ahmed, Mushtaq. 2019) untuk gerak fluida dibatasi pada, (1) aliran laminar yaitu gerap partikel atau distribusi fluida yang kecepatannya seragam, lurus, dan sejajar, (2) aliran tunak berkembang penuh yaitu kondisi dimana komponen aliran tidak berubah terhadap waktu dan (3) inkomoresibel (tidak mampu mampat) yaitu kondisi aliran dimana rapat massa fluidanya tidak berubah. Penelitian ini bersifat teoritik. Kerangka dasar teoritik yang digunakan adalah teori yang merepsentasikan dinamika ﬂuida dari persamaan Navier-stokes. Berdasarkan teori ini Dinamika ﬂuida dapat digambarkan dalam bentuk perilaku fluida, kemudian dapat dicari gambaran inrerksi yang terjadi pada suatu ﬂuida. 

Hasil dan Analisa
Persamaan Navier-Stokes diselesaikan untuk geometri terentu dari aliran laminer berkembang penuh di dalam sebuah pipa bundar yang nonhorizontal. Untuk mengaplikasikan persamaan NavierStokes kedalam kasus Turbulensi kita harus terlebih dahulu mengetahui observable dari persamaan gerak tersebut (Suhamjani Jani, 2005). Gerakan umum dari sebuah fluida Newtonian tak mampu mampat diatur oleh persamaan kontinuitas (kekeralam massa) dan persamaan momentum (Bhattacharyya dkk, 2009). Persamaan (1)
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Gambar 1. Diagram benda bebas dari silinder fluida untuk aliran dalam pipa yang nonhorizontal (Munson dkk, 2009)


Kecepatan yang dimiliki komponen aksial merupakan fungsi koordinat radial  (Baha’ulah, dan Imron. C, 2016) dalam aliran tunak, berkembang penuh di pipa. Untuk kondisi-kondisi seperti itu, ruas kiri dari persamaan (1) adalah nol. Sama halnya dapat dikatakan bahwa fluida mengalami percepatan konstan pada selang waktu aliran. Dengan . Maka persamaan navier stokes menjadi :

	(1)

Untuk menggambarkan keadaan berkembang penuh dan tunak maka persamaan (1) dibagi dengan  diperoleh 



Dari persamaan ini diketahui bahwa suku  merupakan viskositas kinematik (Bhattacharyya dkk, 2009). Atau dapat dinyatakan .
Jika aliran berkembang penuh dan tunak, perubahan bentuk pada setiap ujung elemen fluida sama dan tidak ada bagian dari fluida yang mengalami percepatan selagi mengalir. Persamaan (2) di bawah ini menyatakan aliran diatur oleh suatu kesetimbangan dari gaya-gaya tekanan, berat dan viskos di dalam arah aliran. 
Suku yang menggambarkan bahwa percepatan lokal adalah nol  karena aliran tunak, dan suku yang menggambarkan percepatan konvektif (Munson dkk, 2009) adalah nol adalah  karena aliran berkembang penuh.

 	(2)

Dengan menggunakan asumsi bahwa , maka persamaan kontinuitas terpenuhi dengan sendirinya. Hal ini juga menggambarkan bahwa kondisi kekekalan massa ini dan secara otomatis terpenuhi oleh asumsi aliran yang bersifat tak mampu mampat. 
Aliran fluida mengalir melewati satu bagian pipa dengan laju yang sama saat fluida mengalir melewati bagian yang lainnya. Persamaan (2) kemudian diubah bentuknya dalam bentuk koordinat silindris, komponen sepanjang pipanya menjadi persamaan (3),

 	(3)



Persamaan (3) dalam bentuk koordinat silindris dilakukan Melalui pengintegralan dua kali sehingga dihasilkan :



Kemudian dibagi dengan  dan diintegralnkan kembali menjadi



Sehingga Persamaan (3) diintegralkan kembali menjadi :





Dengan menggunakan dua kondisi batas bahwa fluida berkembang penuh yang artinya  fluida menempel di dinding yang dituliskan pada kondisi  sehingga tidak terjadi perubahan kecepatan atau pada kondisi kecepatan sama dengan nol. dan kondisi dimana kecepatan  menjadi bernilai tertenu atau pada posisi di tengah-tengah tabung atau dinyatkan dalam kondisi , maka =0 karena , sehingga :

	(4)

Dihasilkan gambaran distribusi kecepatan () menjadi :


	(5)

Persamaan (5) inilah yang menyatakan bahwa untuk aliran laminar dalam pipa kecepatanya berdistribusi parabolik.
Gambaran kondisi batas aliran yang berkembang penuh dan ditengah-tengah dapat diilustrasikan mengikuti gambar (2) sebagai berikut :
[image: ]
Gambar 2. Aliran melalui cincin annular diferensial (Munson. Dkk, 20009)

Dari gambar 2 tersebut dapat dibayangkan suatu hubungan laju volume aliran  yang melewati tabung dan serta gambaran gradient tekanan,. 
Volume aliran melalui luas diferensial adalah  maka dapat dinyatakan bahwa :



Sehingga bentuk ini dapat diintegralkan pada kondisi batasnya menjadi persamaan (6)

	(6)

Kita panggil lagi persamaan (5) untuk disubstitusikan ke dalam persamaan (6) menghasilkan hubungan :




	(7)
Pada persamaan (7) terdapat suku  atau dapat dikatakan factor penurunan tekanan  per yang berarti terjadi sepanjang jarak () pada tabung, sehingga dapat digambarkan kondisi suku penurunan tekanan sebagai berikut :

Persamaan laju volume aliran (7) dapat diubah bentuknya menjadi :

Atau dinyatakan 
	(8)
Dengan  = berat jenis.
Dari persamaan (8) dapat diketahui bahwa kecepatan rata-rata fluida di seluruh  pipa nonhorizontal dapat dituliskan :


Atau ditulis 
	(9)
dengan mensubtitusikan bahwa  dan  maka persamaan (9) dapat ditulis kembali menjadi :
	(10)
Kecepatan maksimum fluida di tengah-tengah pipa , dari persamaan (5) dapat dituliskembali ,




Atau  dapat ditulis
	(11)
Yang berarti bahwa 
	(12)
Di seluruh pipa, laju aliran volume fluida digambarkan sebagai mana ditulis pada persamaan (13) :



	(13)

Laju aliran massa fluida di seluruh pipa ditulis dapat ditulis dalam notasi dot sebagai berikut :


	(14)

Untuk kekekalan massa laju aliran massa fluida yang dari pipa  persamaan (15), yang masuk ke pipa sama dengan dinyatakan dalam notasi dot (Bulu, 2001; McDonough, 2009)

	(15)

Dari persamaan (15) ini menggambarkan bahwa pada kasus aliran fluida untuk pipa nonhorizontal, maka factor percepatan gravitasi bumi mempengaruhi aliran fluida, dimana hal ini pada prosesnya diperlukan penurunan tekanan  yang lebih kecil dari  artinya bahwa sudut kemiringan pipa tidak tegak lurus atau pada sudut-sudut kemiringan yang kurang dari 90o (Munson, dkk, 2002)

Kesimpulan
Setelah syarat batas diaplikasipan pada persamaan Navier-Stokes pada aliran laminar yang berkembang penuh, diperoleh simpulan :
1.	dalam notasi dot laju aliran massa fluida di seluruh pipa nonhorizontal :


2.	Laju aliran volume fluida yang berkembang penuh di seluruh pipa nonhorizontal


3.	Kecepatan rata-rata fluida di seluruh pipa dengan penurunan tekanan  yang lebih kecil dari  nonhorizontal :


Ucapan Terimakasih (Heading 5)
Terimakasih diucapkan kepada teman-teman diskusiku dalam penurunan persamaan penelitian dasar ini. Terimakasih juga diucapkan kepada redaktur dan pengelola jurnal atas kesempatan yang diberikan.
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